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Amostragem

[Hw)| 4

/

Wy w, 2w w
A 2

- frequéncia de amostragem: w, = m
A . w T

- frequéncia de Nyquist: w, = 2 =

- para ndo ocorrer aliasing: a operacdo de amostragem ¢

geralmente precedida por um filtro passa-baixo anti-alias.
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Efeito do periodo de amostragem na resposta em frequéncia

1

Exemplo: G(s)=——
P (s) s(s+1)

Resposta em frequéncia do equivalente discreto para h=0.2, 1 e 2

seg.

Bode Diagram
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Especificacoes de projecto em Matlab:
Localizacdo desejada dos poélos (utilizagdo do comando zgrid em

Matlab)

- tracga as linhas & constante para valores em degraus de 0.1;

- traca as linha para w = 10—72 para inteiros N de 1 a 10;
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Exemplo: especificacoes de projecto
£>0.5

w 21

Ew 20.5
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Escolha do periodo de amostragem, h

— Periodos muito grandes tornam impossivel a reconstru¢do do
sinal.
— Periodos pequenos aumentam a carga do processador
o Menor tempo para os cdlculos
o O tempo de conversdao A/D tem de ser menor
o Maior custo do sistema
— O comando de controlo poderd ocorrer em qualquer instante
dentro do periodo de amostragem, h.
— Melhor op¢ao € escolher o maior periodo de amostragem que

garanta as especificagoes.

Limite inferior tedrico (teorema da amostragem)

w
_S>2

w,

Na prética (garantia de suavidade)

20< ™ <40 (Franklin)

w,
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Método de Tustin

— faz um mapeamento da regido estavel s exactamente na regiao
estavel z.
— faz um mapeamento do eixo jw do plano s no circulo unitério

— 0 mapeamento provoca uma distor¢cdo de frequéncia dada por:

. 2. wh
w=—tan —
2

h
— o0 mapeamento de Tustin com pré-warping € dado por :

w z—1

' 1

S = .
wh z+1

tan

w; € a frequéncia de referéncia para a qual a distor¢ao ¢é
completamente eliminada (normalmente escolhida a frequéncia de

corte do sistema)
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Sintonizacao do controlador pelo método directo (em discreto)

Exemplo de aplicacao
Pretende-se projectar um controlador PI para controlar o processo

G(S)ZL.
s+1

Especificacdes de projecto:
-£=0.7
- wn=3 rad/s

- h=0.1 seg

resolucao:
- Obter equivalente discreto de G(s) precedido por ZOH

1 _ e—ah
h

G(z)=

z—e”
- Obter PI discreto (por um método de aproximagao, por ex. tustin)

C(z)=Kp+ Kzgi—j
- eq. caracteristica desejada (sist. 2* ordem)
Z’+az+a,=0
com (Tabela A.6):

a, =—-2e " .cos(w,h)

1

— 2wk
a,=e
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Sistema de controlo em discreto

~

R(z)
H@E)’ Cz) ¥ G MG

|

Y(2) _ C(2).G(2)
R(z) 1+C(2).G(2)

\4

- igualar a eq. caracteristica do sistema 14+ C(z).G(z) =0 aeq.

caracteristica desejada z° +a,z+a, =0
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REGULACAO por realimentacio de estados

(A andlise € idéntica para sistema continuo e discreto)

Sistema em Malha Aberta

u X J' X

= B —
+ T
A

X=Ax+ Bu
y=Cx

Pdlos do sistema sao dados pelo determinante de sI-A (IsI-Al)

Sistema em Malha Fechada

Estrutura do regulador: assume R=0

u X X R=O© u X X
B + I ’ + B + '[ )
+ ) +
A — A
K — K
ou
X

u=—Kx<:>u=—[K1 K, -] X,

x=(A-BK)x
Pélos do sistema em MF sao dados pelo determinante de

(s[-A+B.K) ou seja |sI-A+BK|
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COLOCACAO de POLOS

- escolha da localizagdo dos p6los em malha fechada
- 0 projecto do controlador consiste em obter os valores de K de

forma aos p6los em MF ficarem nas posi¢oes desejadas

Assumindo que queremos polos localizados em
Si = pl’pZ’...’pn
A eq. caracteristica corresponde a:

P(s)=(s—p)(s—p,)--(s—p,)=0

Se igualarmos esta equagdo a eq. caracteristica do sistema em MF

lsI-A+BK1=0 , obtém-se os valores do controlador K.
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Exemplo de aplicacao: Controlo de orientacao de um satélite

¢{1h} Fh_2
p— :2
0 1 h

Especificagdes de projecto:
-£=0.5
- parte real de s=-1.8 rad/s

Periodo de amostragem: h=0.1 s

Solucdo:

Eq. caracteristica desejada:

7' —-1.6z+0.7=0

Eq. caracteristica do sistema em Malha Fechada

zz+z(hK2+%K1—2)+1—hl<2+%[<1 =0

K, =10
K, =35

Gabriel Pires
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- A forma de célculo obtida atras pode-se tornar fastidiosa
- A 4lgebra para encontrar os valores de K € especialmente simples

se as matrizes se encontrarem na forma controlavel:

—-a, —a, —a, 1
¢ =| 1 0 0 I =|0| C=[p b, b]
0 1 0 0

A eq. caracteristica correspondente €:

Z’+a7 +az+a,=0

Em malha fechada: ¢ —I' K

-a,-K -a,-K, —a,—-K
9 -I'K= 1 0 0
0 1 0

2 3

A eq. caracteristica correspondente €:

2+ +K)z +(a,+K)z+(a,+K,)=0

Se os polos desejados resultarem na eq. caracteristica:

Z+a7 +az+a,=0

Os ganhos do controlador sao dados directamente por:

Klzal_al K2:a2_a2 K3:a3_a3
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Para aplicar este método € necessario que as equacoes de estado se
encontrem na forma controldvel, sendo para isso necessario

calcular a matriz de transformagao.
Controlabilidade

A questdo que se coloca €: sera sempre possivel encontrar um

equivalente (¢ ,I" ) de um sistema (@,I") arbitrario?

- A resposta € quase sempre sim.

- a excepg¢ao ocorre qd o sistema tem certos modos ndo afectados
pelo controlo.

- a melhor forma de analisar a ndo controlabilidade passa pela
representacao em que cada estado representa um modo natural do

sistema, ou seja, na forma candnica de Jordan:

x(k+1)= x(k)+ : u(k)

O O O >
o o > o

S o o o

- nenhum elemento de 1" pode ser zero. Se qualquer elemento for
zero, o controlo nao influenciara o modo natural, € o estado

associado permanecerd nao controlado.
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O Matlab possui duas funcdes para calcular o valor de K:

- K=acker(PHI,GAM, pdlos desejados))
-(aplicagdo da féormula de Ackermann)
- apenas pode ser utilizado para sistemas SISO
- utilizado para ordens inferiores a 10

- pode ser utilizado para raizes repetidas

- K=place(PHI,GAM, pdlos desejados))
- aplicacdo da formula de Kautsky
- pode ser utilizado para sistemas MIMO
- utilizacdo para sistemas de ordem superior a 10

- ndo pode ser utilizado para raizes repetidas

Gabriel Pires
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Formula de Ackermann:

Seja o sistema x(k +1) =@x(k) +Tu(k)

A férmula de Ackermann € dada por:

K=[0 - 1l ¢ ¢T - ¢"T] P(9)

onde
W = ¢r ¢T - ¢"T]

é a matriz de controlabilidade

P@)=¢"+a o +a,¢" +---+al
em que os &, sao os coeficientes da eq. caracteristica desejada

+az7" ++a =0

Deduc¢do da féormula de Ackermann

Seja o sistema x(k +1) = ¢@x(k)+Tu(k) controlavel

Cuja matriz de controlabilidade é:

W =[ g0 ¢T - ¢'T]
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Entdo, o sistema pode ser transformado na forma candnica

controlavel mudando as

transformacao de z=Tx :

2(k+1) = gx(k) +Tuk)

onde
_—q —a, —a
1 0
= 0 1
0 0

A lei de realimentagao é dada por:

u:_ZZ:[al_al a,—a, 053—a3]z

D4 um sistema em MF com o polinémio

P()=z7"+az7" +-+a,

variaveis

A solucdo do problema original

u=—Lz=-LTx=—Lx

As matrizes de controlabilidade estao relacionadas através de:

W =TW.

=

de estado através

da

Gabriel Pires
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pelo que

~

T =W W

L= [a1 —a, o,—a, o ,—a ]WcW;l

L=[0 - 1W'P(p)
P@)=¢"+ad" +a,¢"” +---+al

Exemplo: Controlo de orientacio de um satélite (exemplo
anterior)
Utilize formula de Ackermann para obter os ganhos de

realimentacao.
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Controlo Deadbeat

- se a localiza¢do dos polos desejados estiverem na origem, o

Polinémio caracteristico correspondente é:

P(z)=2z"
e P(g)=9¢"
sendo o controlador L dado por: L = [0 1]W_‘1¢”

- no projecto de um controlador deadbeat, o unico parametro de
projecto € o periodo de amostragem

- o tempo de estabelecimento € no maximo nh ,em que n é € a
ordem do sistema e & o periodo de amostragem

- a ac¢ao de comando aumenta dréstica/ com a diminui¢do de h

- o controlador deadbeat apenas existe para sistemas discretos

EXemplO dO Controlo Comando de controlo, u

150

de orientacao de

satélite

deadbeat, h=0.1

-150

Gabriel Pires
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Entrada de referéncia (seguidor)

+
+

x(k+1)

N

x(k)

L

o

x(k+1)=¢x(k)+Tu(k)

u(k)=r(k)— Kx(k)

Chega-se a:

x(k+1)=(@-T'K)x(k)+Ir(k)

Exemplo do controlo de orientacao do satélite

Entrada r(k) em degrau

de amplitude 10

- saida tende para 1
- tem de se incluir

ganho de referencia

0.4

0.2

I I
08 —————q/-—-—~ e e s —

06 ———— /4 —————— iy -
| |

Gabriel Pires

177



Controlo Digital 2005/2006

Ganho de referéncia N

r
—

Chega-se a :

+
+

x(k+1)

[

x(k)

x(k +1) = (¢ —TK)x(k) + TNr(k)

a eq. caracteristica € dada por: | zI —9+T'K =0

Para anular o erro em regime estaciondrio verificamos pela

N=10

resposta anterior quc:

- uma forma de obter N passa pela utilizacdo da F.T. em MF:

F(z)="9 - cr-o+TK)'TN
(2)
e ver qual o valor em regime estacionario para uma entrada em
degrau
lim y(k) = hm—Y(Z) hm— F()—=1imF(2)

k—o0

Igualando o valor em regime estaciondrio a entrada obtém-se o

ganho N

<

<

z—1

71

Gabriel Pires
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Exemplo do controlo de orientaciao do satélite

1 h n
b= r=|> C=[10] h=0.1
0 1 -

Aplicando directamente F(z)= @) =C(zl -P+TK)'TN

R(2)

Com z=1 (regime estacionario) e assumindo N=1, obtém-se

- 0 Ganho DC do sistema igual a 0.1  logo, N=10

Outra estrutura possivel do seguidor (gd o processo € do tipo 1)

Assumindo por exemplo:
- n=2;
- variavel a seguir x1

- controlador [K1 K2]

r u x(k+1) x(k) y
—{ Kl r " z' » »
+ + n
CI) [

K2 —

A equacao de estado do seguidor é

x(k+1) = (¢ —-TK)x(k)+ K r(k), ou seja, N=K,

Gabriel Pires
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Estimadores (Observadores)

- 0 projecto do controlador até agora assumiu que todos os estados
estavam disponiveis para realimentagao

- nem todos os estados podem ser medidos (ou por questdes fisicas
ou econdmicas), tendo assim de ser recoknstruidos

- Existem 2 tipos bésicos de estimadores:

- estimador corrente, xX(k) se baseado nas medidas até

y(k), incluindo o instante k

- estimador predictor, x(k) se baseado nas medidas até

y(k-1)

- teremos assim u(k) =—Kx(k) ou u =—-Kx(k)

Estimador Predictor

Estimador em Malha Aberta

u(k) Processo

x(k) y(k)
T C >

Modelo | _
k —
(ON ) C 4’y(k)

- o erro de estimacdo é dado por:

X=x—Xx
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Substituindo as equagdes de estado do sistema e do estimador na

expressao anterior obtemos:

X(k+1)=¢x(k)

- em Malha Aberta o erro de estimagao nunca ird diminuir para um

sistema instavel. Para um sistema estavel o erro ira diminuir, mas

apenas porque o sistema e o estimador tendem para zero.

- se realimentarmos a diferenca entre a saida medida e a saida

estimada, a divergéncia do erro serd minimizada.

Estimador em Malha Fechada

u(k) Processo x(k)

y(k)

o, I

Modelo
D, T

x(k)

<
=
K

Obtém-se : |¥(k +1) = g (k) + Tu(k) + L [y(k) — Cx(k)]

A equagdo deerro é: |X(k+1)= [¢ - LPCJ')Z(k)

Gabriel Pires
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- Se a matriz do sistema for estdvel, X ird convergir para zero para
qualquer estado inicial xX(0), ou seja, X (k) ird convergir para x(k).
- numa implementagao real, X(k) ndo sera igual a x(k) porque:

- 0 modelo nao € perfeito

- existem perturbagdes ndo modeladas

- existem erros e ruido sensorial
- consegue-se manter, no entanto, um erro bastante pequeno para
uma dindmica de [¢) -LC J rapida
- 0 ganho de realimentacdo Lp € obtido seguindo a mesma

abordagem utilizada na lei de controlo

Formula de Ackermann (adaptada ao estimador)

— —_l =

c TTo
Co | |0
L=a() Co | |0

Co | |1

onde o (9)=¢"+a ¢ +a¢” +..+al
o, sao os coeficientes da eq. caracteristica desejada

7'+az7" ++a =0

Matlab: >> Lp=acker (PHI’,C’,p)’
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Observabilidade

C

Co
Matriz de observabilidade W =| C¢’

C¢n_l

Para que o sistema seja observavel € necessario que o determinante

de W seja diferente de O.

Exemplo: Controlo de orientacdo de um satélite

1 h .
¢={ } I'=|> c=[1 0] h=0.1
h

a) diga se o sistema € observavel

b) Obtenha Lp de forma aos polos estarem localizados em
z=04104;
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Estimador Corrente

- vimos atrds que o estimador predictor estima apds ter recebido

medidas até y(k-1): x(k +1) = gx (k) + Tu(k) + L [y(k) — Cx(k)]

- neste caso a ac¢cao de comando ndo depende do valor mais actual

de comando

- faz sentido construir um estimador X que fornece uma estimativa

baseada na medida actual

Pegando na expressao do estimador predictor e modificando-a
f(k) = (k) + L [y(k) - Cx(k))

com x(k)=¢x(k—1)+Tu(k—1)

ou seja,

x(k) = gi(k =)+ Tu(k —1)+ L [y(k) — C(gx(k —1) + Tu(k —1))]

- 0 controlo baseado nesta estimativa ndao pode ser implementado
exactamente porque é impossivel amostrar, realizar calculos e

obter a saida, sem que nao tenha decorrido nenhum tempo.

- 0 erro de estimacgdo, ou seja a diferenca entre a eq. de estado do
processo e a eq. de estado do estimador é

X(k+1)=|p—LColx(k)
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Da mesma forma, os ganhos do regulador siao obtidos a partir da

formula de Ackermann
~ Co T

Co*| |0
L=a()C¢ | |0

co'| |1

onde & (P)=¢"+a 9" +a ¢ +..+al
o, sao os coeficientes da eq. caracteristica desejada

+az7" ++a =0

Matlab: >> Lc=acker (PHI’ ,PHI'C’ ,p)’

Relagao entre os ganhos do estimador predictor e do estimador

corrente L=¢"L,

Escolha do predictor:

- normalmente escolhe-se o estimador corrente, pois responde mais
rapidamente a perturbagdes e erros de medida

- no est. Corrente existe um tempo de computacdo que nao € tido
em conta

- se os tempos de computagao forem grandes deve-se utilizar o

estimador predictor
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Estrutura completa do regulador com estimador

(k) u(k) Processo x(k) Sensor y(k)
—» N X(k+1)=®x(k)+ T'u(k) C »
+ -
u(k)
K
Sk Estimador
*(k) x(k),L
Escolha dos polos:

- 0os polos do controlador devem ser escolhidos de forma a

satisfazer simultaneamente as especificacoes de projecto € 0s

limites do actuador

- 0s polos do estimador sdo normalmente escolhidos de forma a

serem 2 a 4 vezes mais rapidos que os polos do controlador (sendo

a resposta dominada pelos p6los mais lentos)

- p6los mais rapidos do estimador ndo t€m qualquer implicacdo no
actuador, pois o efeito € apenas sentido no computador. No
entanto, polos mais rapidos podem tornar a estimacdo muito

sensivel ao ruido.
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Implementag¢do em ambiente Simulink

4>{K(1j" u +_
Stepi

C1

ganho

P! I Ot

W T LB
Function

ob=enradar
Fredictor

ardem plena

hlator

1

=

Unit Delay

estimagao estado 2

estimagao estado 1

Estimador predictor

k)

C*u

posican

ol L]

|

e

— -I—J_I—Ll—

Unit Dealay

Zero-Order
Haldd

Scopel?

Estimador corrente

Gabriel Pires
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3

posican

4>{K(1)" u
Stepi

Utilizagao

de um

derivador

Accao de comando, u
T

accao de comando com derivador

acgao de comando com estimador /
i ﬂ

P! In 1 Ot

hdotor

Zero-Order

Haold4
=1
h™1.z
Drizcrete
Transter Fan
Ac¢do de comando com

utilizacdo de um derivador vs.

estimador corrente
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Estimadores de ordem reduzida

- os estimadores discutidos até agora reconstroem todo o vector de
estado

- ndo € necessdrio estimar todos os estados, no entanto quando
existe ruido nas medidas, o estimador de ordem plena fornece
suavidade nas medidas

- no caso de um estimador de ordem reduzida divide-se o vector de
estado em duas partes:

- X, — parte directamente medida (y)

- Xp — parte a ser estimada

{xa (k + 1)} _ Vaa %}{xa (")} N Hu(k)
x,(k+1) B P X, (K L

x, (k)
x, (k)

y(k)=[1 0]{
As equacoes de estado que descrevem a dindmica dos elementos

nao medidos € dada por:

x,(k+1)=¢, x, (k)+

.

ba”"a

x (k)+Tu(k)

"entrada" conhecida
a outra equacao

x, (k+1) =9 x, (k) ~Tu(k) = 9, x,(k)

aa a

'
"medidas" conhecidas
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Comparando a eq. de estado genérica
x(k+1)=¢x(k)+Tu(k)
y(k) = Cx(k)

obtemos as seguintes igualdades:
XX,

¢ <9,

Tu(k) <= ¢, x (k)+T u(k)

y(k) < x,(k+1)—@,x (k) =L u(k)
C<9,

Substituindo as matrizes na eq. de estado do estimador predictor

Xtk+1)=9¢,x,(k)+¢ x (k)+1L u(k)+

bb™"b

Obtém-se :
+L [x,(k+1)— @, x,(k)-Tutk)-¢,%, k)]

A equacdo de erro é: (X (k+1)=[¢, —L ¢ |5 (k)

Da mesma forma, os ganhos do regulador sdo obtidos a partir da
féormula de Ackermann,

Lr € seleccionado para ter as raizes de:

‘ZI _¢bb + Lr¢ab‘ =0= ae (¢bb)
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L=a(,)

o, sao os coeficientes da eq. caracteristica desejada

7'+az7" ++a =0

P,
¢ab ¢bb
¢ab ¢b2b

0,90,
L7 ab7T bb _]

onde a (9)=¢"+a ¢ +a¢” +.+al

1]

Gabriel Pires
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ATRASOS (modelacdo na F.T. e em espacgo de estados)

- considere-se a F.T. de um sistema continuo com atraso precedido
por um ZOH. O atraso pode ser proveniente de:

- atraso entre o processo € o actuador (e.g. transporte de
fluidos num processo quimico, backlash numa
engrenagem, etc.)

- atraso nos sensores

- atraso na computacao e aquisi¢ao de sinal

Suponha-se um processo
G(s)=e *H(s)
A - atraso em segundos (proveniente do atraso de processo e do

tempo de computacao)

H(s)=—"
s+a
Consideremos genericamente: A =1lh—mh

h — periodo de amostragem
[ — inteiro

m < 1 real
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G(z) = Z —IZ{G(S)}

< A

Para

a=1

h=1

G(2) = 2z +0.6025 £ —IZ{G(S)}
7(z-0.3679) z s

Modelo em espaco de estados

Ver [Nunes — acetatos, pg 142]

Y(S) 8 ~0.01s
= e

Exercicio: G(s) = =
U(s) s(s+8)

[Nunes, livro de exercicios, ex. 6.3]

a) obtenha o modelo em espago de estados (x1=y; x2=dx1)

b) Modelo em espaco de estado discreto equivalente para

h=0.025.
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Projecto de controladores para sistemas com atraso

Exemplo: Controlo em velocidade de um sistema cujo modelo em
espaco de estados € dado por:

A=-0.3; B=0.3; C=1; D=0;

h=0.2 seg

a) Obtenha o equivalente discreto no espaco de estados.

b) Obtenha o ganho do controlador de realimentacdo de estados
(controlador tal que os p6los estejam em z=0.4).

c) Obtenha o equivalente discreto no espaco de estados
assumindo um atraso de 1 amostra.

d) Obtenha o ganho do controlador de realimentacdo de estados
(coloque o 2° p6lo em z=0).

e) Obtenha o ganho do estimador predictor (pdlo localizado em

z=0.2). Coloque o 2° p6lo em z=0.
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Sistema sem atraso

i

Step

hd atriz C1

matriz GAhlA

K u

resposta (sem atraso)
T

Il atriz b
cantralador

I
25 3

llid]

Unit Dalay

Il atriz PHI
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Sistema com atraso de 1 amostra no actuador

L0

Step

1
o> ;

hd atrizz G Unit Dalay m atriz G ARA

xk+1) - 1 (k]

Unit Delay

o atrizx FHI

resposta (com atraso)
T

0.8

0.6+

0.4

0.2

d k"u}(

i atriz b
controladar

>

hd atriz C
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Sistema com atraso de 1

il

Step

hd atriz C4

plju—,

amostra utilizando estimador predictor

u MATLAR
Function

hd atriz b obsenradar

contralador Predictar
ordem plena

resposta (com atraso+ estimador pred)

o
3

2 In1 Ot 1
u - u
atraso do actuadar
Frocesso
1
- —
z
Unit Drelay3

=

bl atriz ©

1
-
z

Unit Drelay2
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Modelo de espaco de estados para sistemas com atraso nos

sensores

m 1
+ In1 Ot 1 C™u . -
. =
Step .
Il atriz C4 W atriz: atraso sensor
FProceszo

Stepi

1
P. —_
Unit Drelays
u MATLAB
Function
. ob=envador
LFHER carrente
contraladar ardem plena
A saida com um atraso € dada por:
v, (k+1)=y(k) (y,, € aversdo atrasada de y)

Se tivermos 2 atrasos, entao:

Y (k+D) =y, (k)
Para um sistema: x(k+1) =¢x(k)+Tu(k)
y(k) = Cx(k)
O modelo para 2 atrasos € dado por:
x(k +1) ® 0 Of x(k) r
v, (k+1)|={C 0 O}y, (k)|+]|0 uCk)
y,,(k+1) 0 1 Ofy,, (k) 0
x(k) |
v,(k=[0 0 1] y,®
Y., (k) |
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