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78 Aula de Controlo Inteligente

Espaco de estados

Representacdo em Espaco de Estados — Introducéo

A representacdo em espaco de estados € baseada no desenvolvimento de um sistema de
n equacOes diferenciais de 1% ordem. Este tipo de representacdo permite o projecto de
sistemas de controlo com incidéncia em varios tipos de desempenho. O projecto em
espaco de estados tém ainda a possibilidade de ser realizado para uma classe de
entradas, ao invés de uma Unica entrada (impulso, degrau ou sinuséide). Para além disso
este tipo de representacdo permite ainda a incluséo de condicgdes iniciais.

Defini¢des

Estado — O estado de um sistema dindmico consiste no mais pequeno conjunto de
variaveis (chamadas de variaveis de estado), por forma a que o conhecimento do valor
dessas varidveis em t =t e dos valores das entradas para t = t, permita determinar em
completo o comportamento do sistema para t = t,.

Variaveis de Estado — Representam o mais pequeno conjunto de estados que definem o
sistema dindmico. Se pelo menos n variaveis Xi, Xz,....,X, SA0 Necessarias para descrever
completamente o comportamento do sistema dindmico, entdo as n variaveis
denominam-se de variaveis de estado.

E de notar que neste tipo de representacdo é possivel incluir variaveis ndo mesuraveis e
ndo observaveis.

Vector de Estado — Se sdo necessarias n varidveis de estado para descrever
completamente o comportamento do sistema , entdo essas n variaveis de estado podem
ser consideradas como as componentes do vector denominado de vector de estado.

Representacdo em Espaco de Estados

Suponha o sistema seguinte:
lCondigées Iniciais

Entrada Sistema Saida
u Y
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A figura anterior representa um sistema dinamico com as variaveis de controlo (entrada
u) accionam o sistema, que evolui a partir das condicdes iniciais, a fim de produzir a
saida Y normalmente mensuravel.

d"y() _ dy(t) d"u(t)
5 - fEV(t),T, ........... KT ,T,tE

Com condicdes iniciais:

dy(t) d"y(t)
0)=d,,—/—= =d;u.... ,
y( ) 0 dt < 1 dtn—l

t=0

Normalmente, entre a saida y e a entrada u, existe uma relacdo funcional que se pode
exprimir através de uma equacdo diferencial ordinaria de ordem n, que de forma geral é
ndo linear. Tal relagcdo funcional denomina-se de modelo.

No caso da equacéo linear diferencial ser linear, a equacdo fica do seguinte modo:

d" dnt d
a, dtny+an_1 dt“—¥+ ........... ra,Yiay=
n n-1
bnd u+bn_ld _u+ ........... +b1d_u+b0u
dt" dt"? at

Caso os coeficientes a; e bj sejam constantes, obtém-se um sistema linear e invariante ou
de coeficientes constantes.

Considere-se inicialmente o caso de uma entrada u e uma saida y (sistema SISO).
Aplicando a transformada de Laplace a equacdo anterior, obtém-se:

Q(s)=a,8" +a,,8" " +....ce. +a,s+a,
e
P(s)=b,s" +b " +....... +h,s +b,

Por outro lado sabe-se que:
Q(s)Y(s) =P(s)U(s) =
& = Y(s) = G(S)

Q(s) U(s)

No caso de se estar perante um sistema de multiplas entradas e multiplas saidas (sistema
MIMO):
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us(t) uz(t)
ai dp
Xa(t) Xo(t)
B

A
Os dois vasos tém seccdes a; e a; (mP).
Sejam:
* Xj(t) (m) os niveis do liquido nos respectivos vasos;
e Ui, i=1,2,..(m%s) o caudal de entrada do vaso i; e

o di(t), do(t) 0s caudais de saida (m*/s) de cada vaso.

Os caudais de interligagdo supde-se apenas funcdo da diferenca entre os niveis A e B,
ou seja fo(x1(t)-x2(t)), sendo fo uma fungéo normalmente ndo linear.

Para o vaso 1:

A variacdo do volume do liquido durante um intervalo de tempo At (igual & seccdo
vezes a variacdo do nivel), é igual a soma dos volumes de liquido que nele entram
menos aqueles que saem:

a,Ax, = u, (DAL~ fo(x, (1) = X, (t) JAt — d, (t)At

ou
AVS
8~ =0 = fole© =% 1) -4,
Se At tender para 0, pode-se escrever:
dx 1
ot CLORRACKORSHO)RLHO)
t a

Seguindo 0 mesmo raciocinio para 0 vaso 2:

dx, _1 _ _ -
&2 O kO -x0)-d.0)
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Conhecendo as condigdes iniciais Xi(tg) e Xo(to) (niveis iniciais) e as condicdes de
entrada uy(t) e uy(t), t = 0, é possivel calcular a evolugédo dos niveis xi(t) e X,(t) para t =
0, bastando para isso integrar as duas equagOes diferenciais. Note-se que a dinamica
entre 0s vasos, expressas por fo, introduz um acoplamento entre x; e X.

A questdo que se coloca a seguir €: Que saidas € que se devem considerar?

A resposta depende daquilo que eu pretenda controlar. Por exemplo, se pretender
controlar os caudais, entdo:

y.() =dy(t) ey, (t)=d,(t)
Caso pretenda controlar os niveis, ent&o:

(0 =xt) ey, (1)=x(1)

E finalmente se pretendesse controlar o volume total do liquido contido em cada vaso, a
saida seria:

y) =ax () +a,x,(t) ou y= [al az] @1 %

Pode-se deste modo afirmar que as saidas do sistema constituem as grandezas que
pretendemos considerar.

Exemplos

1. Faca a representacdo em variaveis de estado do seguinte circuito:

—

2. Faca a representagdo em varidveis de estado do seguinte circuito:

|
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3. Faca a representacdo em espaco de estados do modelo do motor DC.
Considere para tal as seguintes varidveis de estado: posicdo, velocidade e
corrente de excitagéo.

Formas canonicas
Forma canonica controlavel

Considere o seguinte sistema:

_Y(s) _bys"+bs"t+....+b
U(s) s"+as" +.... +a, ,s+a

G(s)

A representacdo em espaco de estados do sistema anterior na forma canonica
controlavel é dada do seguinte modo:

Ox(t) 0 0o 1 0 .. 0 (Ex(t) O oo
0 o 01 0 He® g BE
D . D D . . v e . ED . |:| DD
O O-o. . . .. . O O CU(t)
O O 0 [ 0O OO
D . D |:| L e e . |:D |:| DD
Ex'n_l(t)g 0o 0 0 . 1 Ok ()0 00
KO Fan —au —8, a ., of HE
X, (t)O
(g
yt)=[b, —a,b, b,,-a, b, ... b, —albo]g . B+bou(t)
O- 0O
B, (tH
Forma canonica observavel
Considere o0 seguinte sistema:
_Y(s) _bys"+bs"t +......+b s+b

G(s)

n n-1
U(s) s"+as" +.... +a,,S+a
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A representacdo em espaco de estados do sistema anterior na forma canonica observavel

é dada do seguinte modo:

Ox,t) 0 O 0 ... 0 -a, Mx((t)d Ob,—ab, O
BX'Z('[)E % 0 ... 0 -a, D[sz(t) 0 %’n—l_an—lbom
o - Oog - - M - 0O 0 - O
O U= 0 M Oy O t
O od -~ 7 HN 0 O %J()
O . OO0 .« .. M O 0O U
D(,'H(t)g 0 0 ... % : B B : B
X2 (0 %) 0 .. 1 -a MX-.MO ob—ab, O
x, (t)O
Z(t D
yt)=[0 0 ... 10 . O+byu(t)
O 0O
O- 0O
EUs
Forma canonica diagonal
Considere o seguinte sistema:
G(s) = Y (s) _ bys" +bs"t +......+b _s+b,
UB) (S=P)(S=Py)eeeeen (s-p,)
Caso o0s polos de G(s) sejam distintos, entéo:
() Shy bk
U(S) S=P. ST S—=P,

A representacdo em espaco de estados do sistema anterior na forma canonica diagonal é

dada do seguinte modo:

Ox@t) 0 p, 0 ... 0 0 Mx () O no
M5 0P, 0 00 3 10
I I L - - 0O 0o
0 0= 0O T 0 O
R A 'D]'Dmgj(t)
O . 0O 0« e ..M .- 0O og
Ek’n_l(t)g BO 0 ... Pos 0% . E 00
X.®0 00 0 .. 0 p,mx,. Mg HH

X, (t)O

(tg
y(t):[cl Cp o Cn]%' B’Fbou(t)

0 O
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Forma canonica de Jordan (pélos multiplos)

Considere 0 seguinte sistema:
_Y(s) _bys" +b,s"t +.......+b s+b
UE) (5—p)%(s— Py (s-p,)

A representacdo em espaco de estados do sistema anterior na forma candnica diagonal é
dada do seguinte modo:

Ox,t)0 b, 0 0 0 ..ommx(@®) O oo
%07 P 0 0 opx®p 4

G(s)

o- oo 0 p 0 ...om . Opo
O  0=0 s O Ot
o oo 29 P o - o pe®
0o . 0O G . . . - M - 0 0O
Ek'n_l(t)g BO S ....0% : B 00
X0 00 . .. PaT¥e®O 85

X, (t)O

Z(tD

y(t):[c1 Cp  werenn C“]E' S+bou(t)

O- O

B, (tH

Exemplo

1. Faca a representacdo do sistema seguinte nas formas canonicas controlavel,
observéavel e diagonal.

S+3
G(s)=————
(s) s?+3s+2
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Exercicios

D

2)

3)

Considere-se o sistema continuo dado por:

G(S):ﬂ: 1
U(s) s+a

a. Obtenha a representacdo em espaco de estados do sistema em continuo.
b. Discretize a equacdo de estado e da saida.

c. Utilizando a equagdo F(z)=C(z -G)™'H +D obtenha a funcio de
transferéncia para uma entrada a pulso.

Considere a seguinte funcao de transferéncia:
_Y(s)_ 1

U(s) s(s+2)

a. Obtenha a representagdo em espaco de estados do sistema em continuo.

G(s)

b. Discretize a equacdo de estado e da saida.

c. Utilizando a equagdo F(z)=C(z -G)'H +D obtenha a fungio de
transferéncia para uma entrada a pulso.

Obtenha a representacdo em espaco de estados para o sistema apresentado na figura
seguinte:

" x1(K) x2(K) %n(K)

T T

h(0) h(1) h(n)
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Obtenha a representacdo em espaco de estados para o sistema apresentado na figura
seguinte:

U(s) 1-g™ > 1 Y(s)
S s(s+1)

Obtenha a representacdo em espaco de estados para o sistema apresentado na figura
seguinte:

U(s) S+C

Y(s)

> S > s(s+a) >

6)

7)

s+b

Obtenha a matriz de transi¢do do seguinte sistema:

X0 DO 1 0x,0

H<2D ErZ —S%zm

Obtenha também a inversa da matriz de transicao.

Obtenha a resposta temporal do seguinte sistema:

D<1D DO 1DD<1D 00

2 D’Z _3%2D HD
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O diagrama de blocos da figura seguinte representa 0 modelo de um motor dc
controlado por armadura, em que w(t) representa uma entrada de ruido (perturbacéo
a entrada).

w(t)
X2
“bév(t)» ! >
s+d

Y2 Y1

X1

w |

(d depende da friccdo viscosa)

9)

Determine o modelo em espago de estados.

Determine 0 modelo em espago de estados do sistema amostrado (periodo de
amostragem h com zoh).

Determine a funcdo de transferéncia discreta.

Considere um processo fisico representado pela fungéo de transferéncia:

G(s) =2(s+3)".e™em que o = 2.5 amostrada com um periodo h =1s.

o o T @

Determine a equacdo em espaco de estados do sistema amostrado.
Determine a funcdo G(z) discreta (com zoh).

Compare os polos de G(s) com os de G(z).

Repita as alineas anteriores considerando h = 0.5s.



